Stochastik

1. Die Axiome von Kolmogorow
[. P(A)=0
I. P(Q)=1
[II. Wenn AnB={};
dann P(AuB)=P(A)+P(B)

Q1 Ergebnismenge
Teilmenge = Ereignisse
P Funktion bzw. Wahrscheinlichkeit

Die Schnittmengen der Teilergebnisse miissen immer 1 ergeben
P(AnB)+P(AnC)+P(BnC)=1,daP(Q) =1

2. Zusammengesetze Ereignisse
Wenn A und B keine (gleichzeitige) Schnittmenge besitzen, dann heifden sie disjunkt oder

unvereinbar: AnB={}

3. Der Additionssatz

P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB)

4. Unabhangigkeit von Ereignissen

A und B heifRen unabhéngig, wenn gilt: P(A)*P(B)=P(AnB) ansonsten sind sie abhéngig.

5. Zufallsgréfle und Wahrscheinlichkeitsfunktion
Eine Funktion X, die jedem Ergebnis w eines Ergebnisraumes () eine reelle Zahl x; zuordnet,

heifst Zufallsgrofde X. x isind also Werte, die die Zufallsgrofde erreichen kann.
Die Summe aller Wahrscheinlichkeiten P(X=x) ist 1.

Die Funktion xi— P(X=xi), die jedem x; eine Wahrscheinlichkeit zuordnet, heif3t Wahrschein-
lichkeitsfunktion/-verteilung der Zufallsgrofde X.

6. Der Erwartungswert eine Zufallsgrofde rsse7
X sei eine Zufallsgrofde mit der Wertemenge {x1; X2; ...; Xn} und den Wahrscheinlichkeiten

P(X=x;), dann heifst der zu erwartende Mittelwert p ,Erwartungswert E(x)“ der
Zufallsgrofie X.
Voraussetzung: hinreichende Wiederholungen

Ein Spiel mit einem Einsatz, bei dem man dem Erwartungswert nach weder verliert noch
gewinnt, nennt man gerecht oder fair. Es gilt: E(x) = 0



7. Varianz und Standardabweichung rss.e7
Zwei verschiedene Wahrscheinlichkeitsverteilung kdnnen sich trotz gleichem Erwartungs-

wertes stark unterscheiden.

Sei X eine Zufallsgrofde mit E(x)= p und der Wertemenge {x1; Xz; ...; Xn}, dann entspricht Var(X)
der Varianz der Zufallsgroe Xund 6(X) = v () der Standardabweichung oder
Streuung von X.

8. Ziehen aus einer Urne

Mit Zurticklegen und Beachtung der Reihenfolge
Wird aus einer Urne mit n unterscheidbaren Kugeln k-mal eine Kugel mit Zurticklegen
gezogen und mit Beachtung der Reihenfolge, so gilt fiir die Anzahl der moéglichen
Ergebnisse:| () = pk

Ohne Zurtcklegen und mit Beachtung der Reihenfolge
Wird aus einer Urne mit n unterscheidbaren Kugeln k-mal eine Kugel ohne Zuriicklegen und
mit Beachtung der Reihenfolge gezogen, so gilt:

!

Q= ﬁ =n*(n-1)*..*(n-k+1)

Ohne Zurticklegen und ohne Beachtung der Reihenfolge
Wird aus einer Urne mit n unterscheidbaren Kugeln k-mal eine Kugel ohne Zuriicklegen und
ohne Beachtung der Reihenfolge bzw. werden k Kugeln auf einmal gezogen, so gilt:

!

=—r—=0)

Formel zur Berechnung der Wahrscheinlichkeit:
Beispiel: N Kugeln insgesamt und n gezogene
S schwarze Kugeln und s gezogene P(X=s) =
W weifde Kugeln = N-S

9. Binomialverteilung
Bernoullikette
Ein Zufallsexperiment heifst Bernoulli-Experiment, wenn es nur zwei Ergebnisse hat:
z.B. P(Treffer) =p
P(Nicht-Treffer)=q=1-p
Damit es eine Bernoulli-Kette der Lange n ist, muss das Zufallsexperiment aus n
unabhangigen Durchfiihrungen bestehen.
Dabei darf sich die Wahrscheinlichkeit p nicht verandern!

Formel von Bernoulli:
Gegeben ist eine Bernoulli-Kette der Lange n mit der Trefferwahrscheinlichkeit p, wobei X
die Anzahl der Treffer ist. Dann betragt die Wahrscheinlichkeit fiir genau k Treffer:

Ppr(X=k) = () *p** (1-p)"*



Binomialverteilung
Gegeben ist eine Bernoulli-Kette der Lange n mit der Trefferwahrscheinlichkeit p. X sei die
Anzahl der Treffer, welche die Werte k € {0,1,..., n} annehmen kann.
Die Zufallsgrofie X mit P(X=k) = B(n;p;k) heifd3t binomial verteilt nach der Binomialverteilung.

Die Funktion der Binomialverteilung B(n;p) mit den Paramtern n und p lautet:

B(n;p):k — B(m;p;k) = () *pk*qrk
Symmetriegesetz fiir Binomialverteilung: B(n;p;k) = B(n;q;n-k)

Fiir die kumulative Verteilungsfunktion einer nach B(n:p) verteilten Zufallsgrofie gilt:

Fp:k +— Ppn(X<Kk) = ) (::)

Tipps zur Tabellenarbeit
P(X>k) = 1- P(X<k) (Gegenereignis)
P(X<k) = P(X<k-1)
P(X=k) = P(X<Kk) - P(X<k-1)
P(ki<X<k;) = P(X<kz) - P(X<k;-1)

Erwartungswert, Varianz und Standardabweichung einer binomial verteilen Zufallsgrofde sz

10. Hypothesen und Fehler 1.Art sowie Fehler 2.Art
Getestet wird, ob die Nullhypothese Ho verworfen wird.
K: Ablehnungsbereich; kritischer Bereich
K: Zustimmungsbereich
H1: Gegenhypothese

Fehler 1. Art: H , wird abgelehnt, obwohl es richtigist. «a; P(ZeK)
Fehler 2. Art: H , wird nicht verworfen, obwohl H1 wahrist. % P(ZeK)

Eine Verringerung beider Fehler ist nur moglich durch die Erhéhung des Stichprobenumfangs.

Signifikanzniveau a: Obergrenze fiir den Fehler 1.Art
kritischer Bereich  Entscheidungsregel

11. Einseitiger Signifikanztest
1) Festlegung der Testgrofde Z und des Stichprobenumfangs n.

2) Mathematische Formulierung der Null- und Gegenhypothese
3) Festlegung des Signifikanzniveaus a
4) Aufstellen der Entscheidungsregel durch Konstruktion des kritischen Bereichs K

LINKS RECHTS

Ho: p=po (p= po) Ho: p=po (p=po)

H1: p<po H1i: p> po

K={0;1;...;g}, wobei g & grofdte ganze Zahl K ={g; g+1;..,n}, wobei g 2 die kleinste Zahl

mit mit



Umformung Rechtsseitiger Test
a'= Py (Z28) <«
1-Ppoy (Zsg-1) < a
Py (Zsg-1)21-«a
g-1=,Wert aus der Tabelle“

Grundwissen
Vierfeldertafel
A P(AnB) P(AnB) P(A)
T P(AnB) P(A) P(A)
P(B) P(B) 1

Baumdiagramm

P(A n B)
P(B|A)

P(A P(B|A)
P(a) P(A) | e P(ANB)

= P(A n B)
P(A) PEBIﬁJ#‘/‘

P(A) P(B|A)

e P(A n B)

Pfadregeln

1. Pfadregel (Produktregel)
Die Wahrscheinlichkeit eines Elementarereignisses bei einem mehrstufigen Zufallsexperiment ist
gleich dem Produkt aller Wahrscheinlichkeiten entlang des zugehorigen Pfades im Baumdiagramm.

2. Pfadregel (Additionsregel)
Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses in einem mehrstufigen Zufallsexperiment ist gleich der
Summe der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Pfade.
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